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Abstract: Oil reservoirs are underground rock formations that store hydrocarbons be-
fore production begins. In general, reservoirs are heterogeneous. This fact, among others,
makes it difficult to obtain analytical solutions to the partial differential equations that
govern the flow in the reservoir. However, in some cases, there are analytical solutions
even for heterogeneous porous media, such as compartmentalized reservoirs. In these
structures, there are bounded regions with different rock properties, such as absolute per-
meability. In this work, we implemented one of these solutions, following the developments
of Carter (1966) [7], using Laplace transform and applying other types of approximations
for modified Bessel functions. We also used the Stehfest algorithm to obtain the solution
in the time domain, and we performed a sensitivity analysis changing different parame-
ters and properties associated with the flow and the geometry of the compartmentalized
reservoir.
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1 Introdução

A produção de petróleo no mundo depende, apesar das
características específicas de cada local, da existência
de três elementos básicos: reservatório, poço e instala-
ções de superfície [14]. Os reservatórios são as forma-
ções rochosas subterrâneas, nas quais os hidrocarbone-
tos encontram-se armazenados. Essas formações podem
apresentar, em geral, variações espaciais em termos das
propriedades da rocha, as quais influenciam sobrema-
neira na produção de óleo e gás. Neste contexto, um dos
casos de interesse da indústria do petróleo é a produção
a partir de reservatórios compartimentados.
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1.1 Produção de petróleo e reservatórios
compartimentados

O petróleo, fonte de energia relevante na matriz ener-
gética mundial, tem origem no processo de transforma-
ção da matéria orgânica que foi acumulada nas rochas
sedimentares. Portanto, existe uma rocha, denominada
geradora, rica em matéria orgânica, que em algum mo-
mento no passado foi submetida a condições de pressão
e temperatura elevadas. Após a sua geração, os hidro-
carbonetos, na forma de fluidos, migram até alcançar as
estruturas que permitem a sua acumulação e aprisiona-
mento. Eles ocorrem nas rochas reservatórios, em con-
traposição à rocha selante (impermeável), por exemplo,
que faz fronteira com o reservatório, através da qual não
há movimentação de fluido. O processo de migração de-
pende da variação da pressão na rocha geradora e ocorre,
geralmente, através de falhas geológicas [15].

O petróleo é um recurso natural não renovável, de
extrema importância para as atividades humanas em de-
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corrência do atual modo de vida em sociedade. Em fun-
ção das bem conhecidas desigualdades existentes no pla-
neta, houve ao longo dos séculos XX e XXI disputas geo-
políticas devido à sua importância energética estratégica.
A sua disponibilidade esteve e está diretamente relaci-
onada ao crescimento e ao desenvolvimento econômico
de vários países. Deve-se destacar que além de ser uma
fonte de energia, o petróleo também é um insumo para
a indústria petroquímica, sendo utilizado em diversos ti-
pos de processos industriais e produtos [41]. O cenário de
dependência do petróleo, atrelado aos problemas ambi-
entais advindos da sua explotação e consumo, tem levado
a esforços para a ampliação da utilização de fontes reno-
váveis e, na indústria petrolífera, ao uso do gás natural.
No entanto, o papel do óleo combustível ainda apresenta
uma importância considerável no momento atual.

De fato, devido à sua necessidade como fonte de ener-
gia e insumo, diversas áreas de pesquisa & desenvolvi-
mento têm sido integradas em um esforço conjunto para
aumentar a exploração e a produção das reservas existen-
tes. Neste sentido, a engenharia de reservatórios é o ramo
da indústria de petróleo e gás que tem como objetivo oti-
mizar o planejamento do desenvolvimento de campos de
hidrocarbonetos, buscando alcançar uma maior produti-
vidade que seja economicamente viável [18]. Para tanto,
modelos que descrevam o escoamento em meios poro-
sos são fundamentais para a previsão do comportamento
dos fluidos no interior dos reservatórios [9]. Eles podem
ser experimentais, analíticos ou numéricos [17]. No caso
dos modelos analíticos e numéricos, em geral, em alguma
etapa da modelagem, deve-se lidar com um conjunto de
equações diferenciais parciais (EDPs) que governam o
escoamento dos fluidos nos reservatórios. Elas incorpo-
ram os fenômenos físicos oriundos dos efeitos viscosos,
difusivos, térmicos e de compressibilidade [30].

No caso de modelos analíticos, hipóteses simplifica-
doras são adotadas devido ao fato de as EDPs, presentes
nos modelos, serem tipicamente não lineares [12, 13, 25].
No entanto, esforços têm sido realizados, ao longo do
tempo, para que novas soluções sejam obtidas através de
técnicas analíticas ou semi-analíticas [16, 29, 40, 44], até
mesmo para certos problemas não-lineares [1, 26, 38, 43].
As soluções analíticas para modelos de escoamento em
reservatórios de petróleo são utilizadas, por exemplo, no
entendimento da dinâmica dos efeitos advindos das mu-
danças de parâmetros físicos, na verificação de resultados
de simuladores numéricos, para casos simplificados, e na
área da análise de testes de pressão em poços.

Na realização de um teste de pressão [4, 23, 45], os
poços produzem, por exemplo, a uma vazão constante,
em condições de superfície, e registra-se a pressão no
poço por meio de um equipamento denominado registra-
dor de pressão, em função do tempo de produção trans-
corrido. Estes testes podem ser de diferentes tipos [4] e
pode-se citar, por exemplo, aquele que envolve o regis-
tro da pressão durante a produção (fluxo, sendo usado
na indústria o termo drawndown) e no período seguinte
ao fechamento do poço (estática, comumente chamado
de buildup). De posse dos dados da variação da pressão

em função do tempo, de um modelo para o escoamento
(analítico, semi-analítico ou numérico) e de parte dos pa-
râmetros do modelo, a partir de uma técnica de solução
de problemas inversos é possível se estimar alguma pro-
priedade não previamente conhecida. Portanto, via os
testes de pressão, é possível se determinar, por exemplo,
a presença de heterogeneidades [16, 24, 39] e a compar-
timentação dos reservatórios [22, 31, 32].

Quando o fluxo no interior do reservatório é impe-
dido devido à existência de barreiras, ocorre um fenô-
meno de segregação e o consequente acúmulo de petróleo
em vários compartimentos individuais, os quais podem
ter diferentes propriedades de rocha. Elas são causadas
por fatores geológicos e levam à retenção do petróleo.
Chama-se de selos estáticos quando a região encontra-se
completamente selada e de selos dinâmicos quando elas
são apenas defletoras do escoamento reduzindo, assim,
o fluxo mássico dos hidrocarbonetos. Assim, a compar-
timentação do reservatório produz um impacto nos vo-
lumes de óleo e/ou gás que podem ser produzidos em
dado período. Em alguns casos, a produção pode vir a
ser restringida. Na Figura 1, apresenta-se uma ilustração
esquemática de um reservatório compartimentado. Uma
introdução aos reservatórios compartimentados pode ser
encontrada na referência [22].

Figura 1: Reservatório com duas regiões compartimentadas.
As linhas pretas verticais representam as localizações dos po-
ços produtores. Fonte: os autores.

Estudos sobre o escoamento em reservatórios compar-
timentados já vêm sendo realizados há algumas décadas.
Por exemplo, Carter (1966) [7] desenvolveu uma solução
analítica para o caso do escoamento em um reservatório
compartimentado cilíndrico. A solução é obtida medi-
ante o uso de variáveis adimensionais, da transformada
de Laplace e da avaliação das funções modificadas de
Bessel por meio de polinômios. Aproximações são utiliza-
das na determinação da transformada inversa, de modo
a se obter a solução no domínio real. Os resultados são
apresentados no forma de curvas de pressão no poço e
no reservatório em função do tempo de produção.

Por outro lado, Smalley et al. (2010) [34] mostraram
o impacto da compartimentalização do reservatório na
recuperação do petróleo, destacando a importância de
se identificar a sua extensão a partir do uso de soluções
analíticas. Os autores também levantaram a questão da
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existência de escalas de tempo diversas para que ocorra o
equilíbrio das condições de pressão e composição reinan-
tes nos reservatórios. O objetivo deles foi o de determinar
quais propriedades que poderiam auxiliar na identifica-
ção da compartimentação.

O estudo da geoquímica dos reservatórios parece, de
fato, ser uma disciplina fundamental na discussão da
compartimentação dos reservatórios. Chuparova et al.
(2010) [8] descreveram como a integração da geoquímica
orgânica com os dados sísmicos 4D pode ser usada para
melhorar a compreensão da “comunicação” dos fluidos
dentro de reservatórios de petróleo. Segundo os autores, a
análise estatística, da evolução das composições dos flui-
dos em função do tempo, fornece evidências sobre a mis-
tura gradual de óleo e de condensado entre duas unidades
do reservatório, as quais esperava-se estarem separadas
antes do início da produção. Os resultados das análises
forneceram as bases para o aprimoramento da estraté-
gia de produção. Shukairi (2019) [33], também com o uso
da geoquímica, apresentou dados geoquímicos de vinte
amostras de óleo que foram utilizados para investigar a
compartimentação horizontal e vertical do Campo Jaw-
dah, localizado no sul de Omã. Os dados destinavam-se
a identificar as causas da segmentação dos reservatórios.

Um modelo analítico, para o estudo do desempenho
de reservatórios compartimentados, também foi desen-
volvido por Shahamat et al. (2014) [32]. Ele foi uti-
lizado para analisar a produção em reservatórios não-
convencionais, considerando a existência de fraturas e
de poços horizontais, de forma a poder estimar a exis-
tência do volume estimulado de um dado reservatório.
De acordo com os autores, o modelo também pode ser
aplicado na análise de reservatórios convencionais com-
partimentados e o estudo forneceu uma nova visão sobre
a utilização de dados de produção nesses reservatórios.

Em contrapartida, Sun et al. (2020) [36] utilizaram
um modelo matemático, para um reservatório compar-
timentado cilíndrico, na avaliação de testes de poço, le-
vando em conta que nos processos de recuperação de óleo
os limites físicos entre os compartimentos, no modelo de
escoamento, podem ser funções do tempo. Assim, eles
empregaram soluções analíticas para a determinação da
pressão, em um reservatório contendo fronteiras móveis
delimitando os compartimentos, considerando o efeito da
estocagem de poço e do dano à formação. Além disso,
foram estudadas as características do regime transiente
de pressão no reservatório e a influência de parâmetros
tais como a posição inicial da fronteira entre os com-
partimentos e a velocidade de deslocamento da fronteira
móvel. Tal como Carter (1966) [7], uma solução analítica
para o cálculo da pressão foi obtida utilizando variáveis
adimensionais, a transformada de Laplace e a avaliação
de funções modificadas de Bessel. No entanto, a inversão
da transformada de Laplace, para o domínio real, é feita
numericamente [20, 35].

2 Escoamento isotérmico monofásico em meios
porosos

Trata-se, agora, da modelagem do escoamento isotérmico
monofásico em um meio poroso. Inicialmente, faz-se uma
breve introdução da lei de Darcy, que é a equação mais
utilizada para expressar o balanço da quantidade de mo-
vimento no escoamento em meios porosos. Em seguida,
foca-se no balanço de massa e no seu uso conjunto com a
lei de Darcy. Por fim, obtém-se a equação diferencial par-
cial governante em coordenadas cilíndricas, em termos
da pressão, para o escoamento de um óleo ligeiramente
compressível.

2.1 A lei de Darcy

Comumente, a conservação da quantidade de movimento
no escoamento em meio porosos é verificada se a velo-
cidade superficial é dada pela lei empírica proposta, em
1856, pelo engenheiro Henry Darcy [11]. Atualmente co-
nhecida como a lei de Darcy, ela foi obtida, de forma pi-
oneira, por meio de experimentos de transporte de água
em filtros de areia. Sendo assim, foi possível concluir que
a vazão no meio poroso depende da variação de pres-
são, do comprimento do meio poroso e das caraterísticas
do sistema fluido/meio poroso. Mais tarde, essa lei pôde
ser deduzida teoricamente. Por exemplo, reporte-se ao
trabalho de Whitaker (1999) [42].

No caso monofásico, a lei de Darcy clássica, na sua
forma diferencial [2] é dada por

v = −k
µ

(∇p − ρg∇Z), (1)

onde v é a velocidade superficial, k é o tensor de perme-
abilidade absoluta do meio poroso, µ é a viscosidade do
fluido, p é a pressão, ρ é a massa específica do fluido, g
é a magnitude da aceleração da gravidade e Z é a pro-
fundidade.

A lei de Darcy clássica é estritamente válida sob as
seguintes hipóteses [17]:

1. fluido homogêneo e newtoniano, escoamento lami-
nar e monofásico;

2. permeabilidade independente da pressão, da tem-
peratura e do fluido;

3. ausência de reações químicas entre a rocha e o
fluido;

4. ausência de escorregamento (efeito Klinkenberg);

5. ausência de efeitos eletrocinéticos.

2.2 Balanço de massa

A partir da conservação de massa é possível se obter,
para o escoamento monofásico em meio poroso [17],

∂

∂t
(ϕρ) + ∇ · (ρv) − qm = 0, (2)
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onde ϕ = Vp/Vb é a porosidade efetiva, Vp é o volume
poroso dos poros interconectados, Vb é o volume total e
qm representa um termo de fonte/sorvedouro (massa por
unidade de tempo por unidade de volume).

2.3 Equação governante do escoamento

De forma a se obter uma EDP cuja variável dependente
é a pressão, no caso do escoamento isotérmico monofá-
sico em meio poroso, a lei de Darcy é utilizada em con-
junto com a conservação de massa. Nesse processo, como
o fluido e a rocha são ligeiramente compressíveis, faz-se
necessário introduzir as compressibilidades. A compres-
sibilidade da rocha, cϕ, é dada por

cϕ = 1
ϕ

∂ϕ

∂p
, (3)

de forma que, para uma compressibilidade pequena e
constante, tem-se que a rocha é ligeiramente compressí-
vel e, segundo [17], é possível utilizar

ϕ = ϕ0 [
1 + cϕ(p − p0)

]
, (4)

onde ϕ0 é a porosidade de referência medida na pressão
de referência p0.

Por sua vez, a compressibilidade isotérmica do fluido,
c, é dada por [30]

c = − 1
V

∂V

∂p

∣∣∣∣∣
T

= 1
ρ

∂ρ

∂p

∣∣∣∣∣
T

(5)

onde T é a temperatura e V é o volume específico que
a fase ocupa na pressão e na temperatura do reservató-
rio. Quando a massa específica varia linearmente com a
pressão tem-se um fluido ligeiramente compressível, que
é o caso do óleo aqui considerado [30].

A indústria do petróleo utiliza o Fator-Volume-
Formação (FVF) para converter o volume, na pressão
e na temperatura do reservatório, no volume correspon-
dente nas condições de superfície, ou seja, nas condições
padrão de pressão, psc, e de temperatura, Tsc [10]. En-
tão, o FVF é o volume que a fase ocupa na pressão e na
temperatura do reservatório dividido pelo volume que a
mesma ocupa em condições padrão, Vsc,

B = V

Vsc
= ρsc

ρ
(6)

onde ρsc é a massa específica em condições padrão.
Para um óleo ligeiramente compressível [17],

B = B0

1 + c(p − p0) , (7)

onde B0 é o FVF de referência medido na pressão de
referência p0.

Portanto, a partir da combinação da Lei de Darcy
clássica e da equação da continuidade, obtém-se uma
equação de transporte para a fase óleo que, após ser re-
solvida, torna possível a determinação da distribuição de

pressão no meio poroso. Assim, substituindo-se a Eq. (1)
na Eq. (2),

∇ ·
[

ρ

µ
k (∇p − γ∇Z)

]
= ∂

∂t
(ϕρ) − qm. (8)

Agora, como ρ = ρsc/B e o termo fonte pode ser reescrito
como qsc = qm/ρsc, da Eq. (8) obtém-se, após divisão
por ρsc [19],

∇ ·
[

k
µB

(∇p − γ∇Z)
]

= ∂

∂t

(
ϕ

B

)
− qsc, (9)

e, caso sejam desconsiderados os efeitos gravitacionais,

∇ ·
(

k∇p

µB

)
= ∂

∂t

(
ϕ

B

)
− qsc. (10)

Por outro lado, do termo de acúmulo, considerando-
se que ϕ = ϕ(p) e B = B(p),

∂

∂t

(
ϕ

B

)
= ϕ

∂

∂t

(
1
B

)
+ 1

B

∂ϕ

∂t

= ϕ
d

dp

(
1
B

)
∂p

∂t
+ 1

B

dϕ

dp

∂p

∂t

=
[
ϕ

d

dp

(
1
B

)
+ 1

B

dϕ

dp

]
∂p

∂t
. (11)

Da Eq. (11) e utilizando-se as relações (4) e (7), pode-
se reescrever a Eq. (10) na forma

∇ ·
(

k∇p

µB

)
=

(
ϕc

B0 + ϕ0cϕ

B

)
∂p

∂t
(12)

e, para um escoamento unidimensional na direção do
eixo x, sem a presença de termo fonte,

k

µ

∂

∂x

(
1
B

∂p

∂x

)
=

(
ϕc

B0 + ϕ0cϕ

B

)
∂p

∂t
, (13)

onde considerou-se que a permeabilidade é constante e
isotrópica, em cada região compartimentada, e que a vis-
cosidade do fluido não varia. Além disso,

∂

∂x

(
1
B

∂p

∂x

)
= 1

B

∂

∂x

(
∂p

∂x

)
+ ∂p

∂x

∂

∂x

(
1
B

)

= 1
B

∂2p

∂x2 +
( c

B0

) (
∂p

∂x

)2
(14)

e, como a compressibilidade do fluido é pequena,
despreza-se o termo quadrático [30] e substituí-se a
Eq. (14) na Eq. (13),

∂2p

∂x2 = µB

k

(
ϕc

B0 + ϕ0cϕ

B

)
∂p

∂t
. (15)

Em seguida, a partir das equações fornecidas para
a determinação da porosidade e do FVF em função da
pressão, Eqs. (4) e (7), reescreve-se a Eq. (14) na forma
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µB

k

(
ϕc

B0 + ϕ0cϕ

B

)
∂p

∂t
= µϕ

k

{
c

[1 + c (p − po)]

}
∂p

∂t

+ µϕ

k

{
cϕ

[1 + cϕ (p − po)]

}
∂p

∂t
,

(16)

e assume-se que os valores de c (p − po) e cϕ (p − po) não
são elevados [30] e introduz-se a compressibilidade total
cT = (c + cϕ). Por último, substituindo-se a Eq. (16) na
Eq. (15) obtém-se

∂2p

∂x2 =
(

µϕcT

k

)
∂p

∂t
. (17)

Neste trabalho, a solução analítica empregada é ob-
tida baseada na hipótese de que o reservatório é cilín-
drico e o escoamento unidimensional se dá na direção
radial [27]. Assim sendo, a equação governante, Eq. (17),
é escrita em termos da coordenada radial

1
r

∂

∂r

(
r

∂p

∂r

)
= 1

η

∂p

∂t
, (18)

onde η é dado por

η = k

ϕµcT
. (19)

Para que o problema descrito pela Eq. (19) seja bem
posto, necessita-se fornecer ainda as condições inicial e de
contorno. Em se tratando da primeira, para um instante
de tempo inicial arbitrário t0, ela é dada por

p(r, t0) = pi, (20)

onde pi é a pressão inicial reinante no reservatório.
A especificação de diferentes combinações de con-

dições de contorno leva a diferentes modelos de escoa-
mento. Uma condição de pressão é prescrita em r igual ao
raio do poço, r = rw. Por outro lado, nas fronteiras exter-
nas, uma condição de contorno do tipo Dirichlet implica
uma pressão prescrita na fronteira. Esse tipo de condi-
ção de contorno ocorre em reservatórios constantemente
alimentados por um forte influxo devido à existência de
um aquífero, de forma que a pressão na fronteira entre
o reservatório e o aquífero possa ser considerada cons-
tante [17]. Quando prescreve-se o fluxo mássico através
das fronteiras do reservatório, tem-se uma condição do
tipo Neumann. Caso ele seja nulo, tem-se que as fron-
teiras são impermeáveis, ou seja, não há passagem de
fluido através delas, de forma que o gradiente de pressão
também deve ser imposto como sendo nulo [17]. A espe-
cificação de um fluxo normal à fronteira corresponde à
prescrição de um gradiente de pressão normal à fronteira.

3 Determinação da pressão em um reservatório
compartimentado

Esta seção é dedicada à modelagem do escoamento e à
obtenção da solução analítica. Na Seção 3.1, baseando-se

no conteúdo apresentado por Carter (1966) [7], descreve-
se o modelo para o escoamento em um reservatório
compartimentado cilíndrico, contendo zonas concêntri-
cas com diferentes permeabilidades absolutas. Em se-
guida, na Seção 3.2, aborda-se a estratégia de obtenção
da solução, fundamentada nas contribuições de Cariello
(2019) [6], utilizando uma inversão numérica da trans-
formada de Laplace, via o Algoritmo de Stehfest, e uma
avaliação polinomial para as funções modificadas de Bes-
sel.

3.1 Solução analítica para o cálculo da pressão em
um reservatório compartimentado

A Figura 2 ilustra, esquematicamente, um reservatório
compartimentado formado por duas regiões concêntricas,
descritas como Zonas 1 e 2, que possuem permeabilida-
des absolutas k1 e k2, respectivamente. A configuração é
a mesma que a adotada por Carter (1966) [7]. O modelo
apoia-se na hipótese da fonte sendo representada por
uma linha, na qual o raio do poço é considerado muito
menor do que o raio externo do reservatório. Ainda na
figura, as Zonas 1 e 2, respectivamente, são delimitadas
pelos raios r1 e r2. O reservatório possui uma fronteira
interna em contato com o poço produtor, r = rw, e uma
fronteira externa em r = r2, impermeável ao escoamento.

1
r

2
r

Linha fonte

ZONA 1 ZONA 2

Figura 2: Reservatório compartimentado. Fonte: os autores.

Para um raio r qualquer, tal que rw ≤ r ≤ r2,
introduz-se uma adimensionalização para a coordenada
radial na forma

rD = r

r2
(21)

e, analogamente, para a fronteira entre os dois compar-
timentos,

rD1 = r1

r2
(22)

enquanto que para o raio externo,

rD2 = r2

r2
= 1. (23)

Na busca pela determinação das pressões nos com-
partimentos, Carter (1966) [7] definiu a variável

Fk = k1

k2
(24)
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que representa o contraste entre os valores das permea-
bilidades nos dois compartimentos.

Ao invés de se determinar a pressão no reservató-
rio propriamente dita, busca-se avaliar a sua diferença
de pressão em relação à pressão inicial, estratégia muito
utilizada na engenharia de reservatórios [27, 30],

∆p(r, t) = pi − p(r, t). (25)

ou ainda, nas suas formas adimensionais [7],

∆pD1 (rD, tD) =
(

2πk1h

qµB

)
∆p1 (r, t) (26)

e

∆pD2 (rD, tD) =
(

2πk1h

qµB

)
∆p2 (r, t) (27)

respectivamente para os Compartimentos 1 e 2, onde h é
a espessura do reservatório, q é o termo de fonte superfi-
cial que fornece a vazão através da fronteira entre o poço
e o reservatório e, por sua vez, o tempo adimensional é
definido por [7]

tD =
(

k1

ϕµcr2
2

)
t. (28)

Portanto, para o problema em questão, as equações
que governam o escoamento nas Zonas 1 e 2 são [7]

1
rD

∂

∂rD

(
rD

∂

∂rD
∆pD1

)
= ∂

∂tD
∆pD1, (29)

para 0 < rD ≤ rD1 e, para rD1 ≤ rD ≤ 1,

1
rD

∂

∂rD

(
rD

∂

∂rD
∆pD2

)
= Fk

∂

∂tD
∆pD2. (30)

As seguintes condições de contorno, em termos das
variáveis adimensionais, são prescritas:

lim
rD→0

(
rD

∂

∂rD
∆pD1

)
= −1, (31)

para a produção em r = rw,

∂

∂rD
∆pD1 (rD1, tD) = 1

Fk

∂

∂rD
∆pD2 (rD1, tD) (32)

e

∆pD1 (rD1, tD) = ∆pD2 (rD1, tD) , (33)

na interface comum aos compartimentos, e

∂

∂rD
∆pD2 (1, tD) = 0 (34)

para o raio externo do reservatório.
Como condição inicial, impõe-se

∆pD1 (rD, 0) = ∆pD2 (rD, 0) = 0. (35)

Segundo Carter (1966) [7], a solução geral para as
diferenças de pressão, no domínio de Laplace (subscrito
L), nas Zonas 1 e 2 são dadas por

∆pD1L (rD, s) = A
s

K0
(
rD

√
s
)

+ B
s

I0
(
rD

√
s
)

(36)

e

∆pD2L (rD, s) = C
s

K0

(
rD

√
sFk

)

+ D
s

I0

(
rD

√
sFk

)
, (37)

onde s é o parâmetro de frequência (um número com-
plexo), A, B, C e D são constantes a serem determinadas
e K0, K1, I0 e I1 representam as funções modificadas de
Bessel [27, 28].

Da teoria apresentada em Ozkan (2008) [27], para
o escoamento em um reservatório cilíndrico, sem com-
partimentos, a partir da aplicação da transformada de
Laplace à equação governante (levando em conta a condi-
ção inicial), é possível escrever a EDP correspondente em
termos da pressão no domínio de Laplace e ela assume a
forma de uma equação modificada de Bessel. Sabe-se que
tal equação possui uma solução geral dada por uma ex-
pressão similar às das Eqs. (36) e (37) [6, 27], na qual os
coeficientes que multiplicam as funções modificadas de
Bessel devem ser determinados mediante o uso das con-
dições de contorno. Esse mesmo tipo de procedimento é
aqui utilizado [7].

De acordo com Hurst (1960) [21], A deve ser igual
a 1 em função da condição de produção adotada. Dessa
forma, a partir das Eqs. (36) e (37) e das condições de
contorno é possível escrever o sistema:

BI0
(
rD1

√
s
)

− CK0

(
rD1

√
sFk

)

+DI0

(
rD1

√
sFk

)
= −K0

(
rD1

√
s
)

, (38)

BI1
(
rD1

√
s
)

+ C√
Fk

K1

(
rD1

√
sFk

)

− D√
Fk

I1

(
rD1

√
sFk

)
= K1

(
rD1

√
s
)

(39)

e

−CK1

(√
sFk

)
+ DI1

(√
sFk

)
= 0 (40)

que uma vez resolvido nos fornecerá os valores de B, C
e D.

Prosseguindo, uma vez conhecidos os valores das três
constantes, soluções do sistema (38)–(40), é possível ob-
ter sequencialmente as diferenças de pressão para os
Compartimentos 1 e 2 no domínio de Laplace,
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∆pD1L = K0 (rD
√

s)
s

I0 (rD
√

s)
s

·
{[

−K0 (rD1
√

s) ∆22

I0 (rD1
√

s) ∆22 + I1 (rD1
√

s) ∆11

]

+
[

K1 (rD1
√

s) ∆11

I0 (rD1
√

s) ∆22 + I1 (rD1
√

s) ∆11

]}
(41)

∆pD2L = 1
s

{[
K0 (rD1

√
s) I1 (rD1

√
s)

I0 (rD1
√

s) ∆22 + I1 (rD1
√

s) ∆11

]

+
[

K1 (rD1
√

s) I0 (rD1
√

s)
I0 (rD1

√
s) ∆22 + I1 (rD1

√
s) ∆11

]}
∆33

(42)

onde

∆11 = K0

(
rD1

√
sFk

)
I1

(√
sFk

)

+ I0

(
rD1

√
sFk

)
K1

(√
sFk

)
(43)

∆22 = 1√
Fk

[
K1

(
rD1

√
sFk

)
I1

(√
sFk

)]

− 1√
Fk

[
I1

(
rD1

√
sFk

)
K1

(√
sFk

)]
(44)

e

∆33 = I1

(√
sFk

)
K0

(
rD

√
sFk

)

+ K1

(√
sFk

)
I0

(
rD

√
sFk

)
. (45)

Como as diferenças de pressão nas Zonas 1 e 2, no
domínio real, são dadas por

∆p1 (r, t) = qµB

2πk1h
∆pD1 (rD, tD) (46)

e

∆p2 (r, t) = qµB

2πk1h
∆pD2 (rD, tD) , (47)

precisa-se obter a transformada inversa, do domínio de
Laplace para o domínio real, dos valores de ∆pD1L e
∆pD2L. Carter (1966) [7] usou séries de potência para
realizar a inversão da transformada de Laplace e obter
as diferenças no domínio real. Entretanto, aqui, optou-
se por seguir a linha de trabalho proposta por Cariello
(2019) [6] e Oliveira (2019) [26], que usaram uma técnica
de inversão numérica.

3.2 Implementação computacional da solução
analítica

As funções modificadas de Bessel I0(z), I1(z), K0(z) e
K1(z), para 0 ≤ z ≤ 3, são crescentes e decrescentes de-
pendendo do argumento z. É evidente que o cálculo dos
seus valores, nas Eqs. (41) e (42), é primordial que se
possa chegar às diferenças de pressão nos compartimen-
tos do reservatório. Conforme já mencionado, a avaliação
das funções modificadas de Bessel foi feita com uso das
rotinas desenvolvidas por Cariello (2019) [6]. Por sua vez,
elas foram adaptadas por Vogas (2021) [37], tomando
por base o material apresentado na referência [28], onde
os códigos foram escritos utilizando o tipo float.

Segundo Cariello (2019) [6], em uma implementação
idêntica à sugerida em [28], as funções modificadas de
Bessel podem ser calculadas para valores máximos dos
argumentos aproximadamente iguais a 95. Entretanto,
quando elas foram usadas na determinação da pressão
nos poços, em algumas das soluções analíticas e em al-
guns casos surgiram ruídos nas transformadas inversas.
Tal fato prejudicou a obtenção de alguns dos valores ne-
cessários para a construção dos gráficos especializado e
diagnóstico, normalmente utilizados na análise de testes
de pressão de poços [5].

Uma alternativa, para a eliminação dos ruídos, foi
declarar as variáveis como sendo do tipo double, o que
elevou o limite máximo do valor do argumento para pró-
ximo de 600 [6]. Esse aumento foi importante, viabili-
zando a obtenção das soluções para os instantes de tem-
pos iniciais. Assim, foi possível um maior detalhamento
quando da sua análise em certos testes de pressão [4].
Isso ocorre uma vez que para os maiores valores de s
obtém-se o comportamento da pressão para períodos de
tempo mais curtos.

Por fim, um outro diferencial deste trabalho, com re-
lação àquele de Carter (1966) [7], é que a transformada
inversa é obtida numericamente. A principal motivação
para o seu uso é o fato de que, para certos escoamentos
de interesse da indústria do petróleo, não existem tabe-
ladas as transformadas inversas para todas as funções
no domínio de Laplace presentes na soluções analíticas.
Bem entendido que, em alguns casos, existem aproxima-
ções que podem ser feitas, ainda no domínio de Laplace,
que permitem a inversão sem uso de uma estratégia nu-
mérica [7]. Entretanto, neste trabalho, optou-se pelo uso
do algoritmo de Stehfest [35], que é suficientemente acu-
rado para ser empregado em uma série de problemas na
engenharia de petróleo [6]. Nesse algoritmo tem-se que

F (t) = ln 2
t

N∑
i=1

ViFL

(
ln 2

t
i

)
(48)

onde FL(s) é a função conhecida no espaço de Laplace
e N é a quantidade de termos empregados na inversão.
Em problemas de escoamento na engenharia de petróleo
utiliza-se os valores pares no intervalo 6 ≤ N ≤ 18 e Vi

pode ser calculado de acordo com o número de termos
via a expressão
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Vi = (−1)(N/2)+i

·
min(i,N/2)∑
k=(i+1)/2

kN/2 (2k)!
[(N/2) − k]!k! (k − 1)! (i − k)! (2k − i)! .

(49)

Na Tabela 1, são apresentados os valores de Vi, para
N = 10 [3], que devem ser utilizados quando do cálculo
de F (t) na Eq. (48) (∆p1 ou ∆p2) sabendo que FL(s)
será ∆p1L ou ∆p2L dependendo do compartimento con-
siderado.

Tabela 1 Coeficientes Vi para N = 10

Vi Valor
V1 0,08333
V2 -32,08333
V3 1279,0
V4 -15623,666
V5 84244,1666
V6 -236957,5
V7 375911,666
V8 -340071,666
V9 164062,5
V10 -32812,5

Duas versões foram codificadas e implementadas para
a determinação das funções no domínio de Laplace e a
inversão numérica da transformada de Laplace:

1. para a determinação das diferenças de pressão em
função do tempo em uma dada posição dentro da
Zona 1 e em uma determinada localização dentro
da Zona 2;

2. para a avaliação das diferenças de pressão ao longo
da direção radial, para todo o reservatório, e para
um dado tempo.

4 Resultados

Nesta seção, apresenta-se os resultados obtidos, com os
códigos numéricos implementados, para as diferenças de
pressão nas regiões compartimentadas correspondentes
às Zonas 1 e 2. Eles são oriundos da análise de sensibili-
dade que foi empreendida mediante a variação de alguns
dos principias parâmetros do escoamento.

Na Tabela 2, são apresentados os dados utilizados na
construção de um caso padrão de escoamento, a partir
do qual serão realizadas alterações pontuais quando da
realização da análise de sensibilidade. Os parâmetros rin

e rout indicam, respectivamente, as posições das Zonas 1
e 2 quando utiliza-se a solução para dadas posições nos
Compartimentos 1 e 2, respectivamente, em função do
tempo. O tempo máximo de escoamento é indicado pela
variável tmax. No espaço de Laplace, os valores de s são
determinados usando a expressão sn+1 = f∆ssn até que

o número de passos seja igual a nmax, sabendo que s1 =
sini. Quando as diferenças de pressão são fornecidas para
um tempo fixo, o valor da variável é mantida igual a
sfixo.

Tabela 2 Parâmetros para a definição do caso padrão

Parâmetro Valor Unidade
c 1,00−7 Pa−1

cϕ 1,00−10 Pa−1

f∆s 1,05 -
h 20 m
k1 1,00−13 m2

k2 1,00−12 m2

nmax 80 -
N 10 -
q 1,00−2 std m3/s

rin 250 m
rout 750 m
rw 0,10 m
r1 500 m
r2 1000 m

sini 10 -
sfixo 10 -
tmax 11 dias

µ 0,001 Pa·s
ϕ 0,20 -

Foram realizadas mais de 120 execuções do aplicativo
desenvolvido, de maneira a se poder reproduzir e discu-
tir sobre os perfis relatados por Carter (1966) [7]. Na
etapa de pós-processamento, trabalhou-se com um total
de mais de 40 gráficos, dentre os quais foram escolhidos
os que são aqui exibidos. A escolha fundamentou-se na
apresentação dos resultados com o maior potencial para
suscitar as discussões mais relevantes.

4.1 Variação de pressão nos compartimentos

Os primeiros resultados analisados encontram-se na Fi-
gura 3. Nela, tem-se os perfis da diferença de pressão no
reservatório obtidos para um tempo de produção igual
a 0,2326 dia e para diferentes valores da espessura da
formação produtora (h).

Observa-se que quanto menor a espessura, como a
vazão é constante e pré-fixada, ocorre uma maior vari-
ação de pressão. Fica clara a existência de duas regiões
com diferentes comportamentos para a queda de pres-
são, sendo que ela é mais acentuada onde a permeabili-
dade absoluta é menor. O ponto de mudança (inflexão),
como esperado, encontra-se na posição r1, que indica a
fronteira de separação entre as zonas compartimentadas.
Cabe ainda ressaltar que, a partir dos valores numéricos,
verificou-se que também acontece uma variação de pres-
são na Zona 2, menos acentuada em relação à Zona 1,
apesar de no gráfico ver-se praticamente linhas quase re-
tas.

Já na Figura 4, tem-se o comportamento da dife-
rença de pressão em função da variação da viscosidade.
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Figura 3: ∆p no reservatório em função da variação de h.
Fonte: os autores.

Nesse caso, sabe-se que quanto maior for a viscosidade
do fluido, maior será a resistência ao escoamento. Como
a vazão de produção é fixa, a maior queda de pressão
ocorre para o maior valor da viscosidade analisado. Isso
se traduz nos diferentes perfis determinados para as duas
zonas e a separação entre elas também pode ser identifi-
cada na figura.
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Figura 4: ∆p no reservatório em função da variação de µ.
Fonte: os autores.

Em seguida, é retratada a variação da queda de pres-
são em função da variação da vazão, Figura 5. Como
pode ser visto, as maiores quedas de pressão estão as-
sociadas aos valores mais elevados da vazão, lembrando
que ela é estabelecida via a condição de contorno interna
em rw. Tal variação também pode ser explicada à luz
da lei de Darcy, uma vez que multiplicando-se ela por
uma área A obtém-se uma expressão para o cálculo da
vazão. Assim, tendo-se em mente que a vazão foi fixada,
aos maiores gradientes de pressão estarão associados os
maiores valores de vazão.

Os casos mostrados anteriormente são de cunho geral
e podem ser reproduzidos para outros escoamentos em
meio poroso, a menos do comportamento diferenciado
proveniente da existência das zonas (compartimentos) no
reservatório. Passa-se, então, às avaliações específicas de
interesse, ainda no âmbito do estudo da variação da di-
ferença de pressão ao longo do reservatório. A primeira
delas trata da modificação do parâmetro r1, ou seja, da
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Figura 5: ∆p no reservatório em função da variação de q.
Fonte: os autores.

posição da separação entre as duas zonas do reservatório,
Figura 6. Da figura, nota-se que a influência da mudança
na posição de separação foi capturada. Distingue-se cla-
ramente as díspares taxas de variação de pressão provo-
cadas pela diferença entre os valores das permeabilidades
absolutas k1 e k2 representativas das Zonas 1 e 2, respec-
tivamente. Quanto maior r1 maior será a influência do
valor da permeabilidade k1 na dinâmica do escoamento
e vice-versa.
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Figura 6: ∆p no reservatório com a variação de r1. Fonte: os
autores.

Prosseguindo, quis-se ressaltar na análise o efeito do
contraste entre os valores das permeabilidades absolutas
k1 e k2 das duas zonas. Então, as Figuras 7 e 8 contêm
os resultados para a variação da diferença de pressão
no reservatório levando em conta diferentes tempos de
produção, vide a Tabela 3, e valores das permeabilidades
absolutas. Foi estipulado que os valores delas diferem
entre si de um fator igual a 200.

Tabela 3 Tempos para as análises de variação de ∆p

Tempo de escoamento Valor (dias)
t1 0,1861
t2 0,2326
t3 0,2791

Na Figura 7, mantém-se o padrão dos testes anteri-
ores, mas considera-se que k2 < k1, ou seja, o valor de
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k1 é o dado na Tabela 2 enquanto que k2 é 200 vezes
menor. Em consequência, tem-se perfis similares aos já
obtidos, mas com uma queda de pressão variando a uma
taxa mais acentuada na Zona 2, ao invés da Zona 1, como
tinha sido observado anteriormente. Fica evidente, à me-
dida que o tempo evolui, que as variações da diferença
de pressão, nas duas zonas, vão aumentando. Na Zona 2,
surgem variações de pressão com gradientes mais seve-
ros, em decorrência do menor valor de k2.
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Figura 7: ∆p no reservatório para k2 < k1 e diferentes tem-
pos. Fonte: os autores.

Por outro lado, na Figura 8 encontram-se os valores
calculados para as mesmas condições à exceção de que
agora os valores de k1 e k2 são os da Tabela 2, ou seja,
k1 < k2. Agora, os maiores gradientes de pressão estão
associados à Zona 1, quando eles são comparados aos da
Zona 2. Além disso, mais uma vez o aumento do tempo
de produção levou a uma maior variação da pressão no
meio poroso, em função da maior extração de fluido (com
a consequente perda de energia na jazida).
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Figura 8: ∆p no reservatório para k1 < k2 e diferentes tem-
pos. Fonte: os autores.

Ainda com relação aos valores da permeabilidade ab-
soluta, na Figura 9 vê-se os resultados para a variação
unicamente de k1. Nota-se que há uma influência signi-
ficativa na mudança da variação de pressão, com as cur-
vas apresentando um deslocamento vertical, para cima,
à medida que os valores da permeabilidade k1 são redu-
zidos. Trata-se do efeito direto da maior resistência ao

deslocamento do fluido, no interior do reservatório, que
ocorre quando se diminui o valor da permeabilidade ab-
soluta. Constata-se, também, que a Zona 2 possui um
perfil de queda de pressão praticamente constante em
relação ao da Zona 1.
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Figura 9: ∆p no reservatório diferentes valores de k1. Fonte:
os autores.

Encerrando as análises considerando as variações da
diferença de pressão ao longo da direção radial, a Fi-
gura 10 mostra os resultados para três valores da permea-
bilidade absoluta k2. Nela, verifica-se que houve uma mu-
dança nos perfis tanto da Zona 1 quanto da Zona 2. Na
região próxima ao poço produtor, as curvas encontram-se
menos espaçadas verticalmente na Zona 1 quando com-
paradas às suas correspondentes na Figura 9. Um menor
valor de k2 está associado a maiores variações de pressão,
ainda que os gradientes na Zona 2 tenham permaneci-
dos mais suaves do que os da Zona 1. As mudanças na
Zona 1 fazem sentido devido ao acoplamento do sistema
e ao fato de que o mesmo volume foi produzido, uma
vez que a vazão de produção é constante em rw. Então,
os menores valores da permeabilidade levam aos maio-
res gradientes de pressão, de modo a que se mantenha a
vazão de produção constante.
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Figura 10: ∆p no reservatório para diferentes valores de k2.
Fonte: os autores.

4.2 Variação da pressão em função do tempo

Passa-se, agora, à análise da variação de pressão em fun-
ção do tempo transcorrido e para as duas posições de
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referência rin (r = 250 m) e rout (r = 750 m), que ca-
racterizam as Zonas 1 e 2, respectivamente.

As Figuras 11 e 12 contêm os resultados relativos
às posições rin e rout para diferentes valores de r1, que
delimitam a extensão da Zona 1. Os perfis apresentados
nas duas figuras são muito parecidos, embora as maiores
variações de pressão estejam presentes na Zona 1. Deve-
se atentar para o fato de que quanto maior a região da
Zona 1, maior valor da permeabilidade absoluta, menor
será a variação de pressão.

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

·106

0

0,5

1

1,5

2

2,5

3

·106

t (s)

∆
p

(P
a
)

r1= 250 m

r1= 500 m

r1= 750 m

Figura 11: ∆p no reservatório variando-se r1 e para r =
250 m. Fonte: os autores.
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Figura 12: ∆p no reservatório variando-se r1 e para r =
750 m. Fonte: os autores.

Em contrapartida, as Figuras 13 e 14 referem-se aos
resultados das variações da queda de pressão no limite
externo do reservatório, ou seja, para rin e rout.

Analisando, então, para os diferentes instantes de
tempo (segundos), é possível constatar que aos maiores
valores de r2 correspondem as menores variações de pres-
são e é uma consequência da maior quantidade de fluido
disponível para a produção. Os perfis das curvas das Fi-
guras 13 e 14 são qualitativamente semelhantes entre si
e, novamente, da inspeção dos valores dos arquivos de
saída comprovou-se que eles não são os mesmos.

Repetiu-se, também, os testes de variação da vazão de
produção e os resultados podem ser vistos na Figura 15
para o raio r igual a 250 m, enquanto que na Figura 16
ele assume o valor de 750 m. Assim como no caso prece-
dente, pode-se afirmar que o comportamento encontrado
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Figura 13: ∆p no reservatório variando-se r2 e para r =
250 m. Fonte: os autores.
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Figura 14: ∆p no reservatório variando-se r2 e para r =
750 m. Fonte: os autores.

é basicamente o mesmo em ambas as figuras, destacando-
se a correta captura da física do escoamento, já que as
maiores variações de pressão foram constatadas para as
maiores vazões de produção.
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Figura 15: ∆p no reservatório varinado-se q e para r = 250 m.
Fonte: os autores.

A fim de estudar-se a influência da espessura h da ja-
zida produtora de hidrocarbonetos na queda de pressão,
desta vez considerou-se que as duas posições de referên-
cia, para os raios delimitando as Zonas 1 e 2, são r=250
e 750 m, respectivamente. As curvas das diferenças de
pressão versus o tempo encontram-se nas Figuras 17 e 18.
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Figura 16: ∆p no reservatório variando-se q e para r = 750 m.
Fonte: os autores.
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Figura 17: ∆p no reservatório variando-se h e para r = 250 m.
Fonte: os autores.

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

·106

0

1

2

3

4

·106

t (s)

∆
p

(P
a)

h = 10 m
h = 20 m
h = 30 m

Figura 18: ∆p no reservatório variando-se h e para r = 750 m.
Fonte: os autores.

Reforça-se, mais uma vez, que os resultados são qua-
litativamente parecidos, sendo que percebe-se uma maior
variação de pressão quando a espessura da formação é
menor, de modo similar ao que pôde ser visto na análise
da condição de contorno em r = rw e pelo fato de que
um maior valor de h resulta em uma maior área disponí-
vel para o escoamento (como a vazão é fixa, tem-se uma
redução do gradiente de pressão).

Por fim, as Figuras 19 e 20 contêm as curvas de ∆p
determinadas para diferentes posições de referência das
Zonas 1 e 2 e fazendo-se variar os valores da porosi-

dade da rocha (a qual possui o mesmo valor nas duas
zonas). Como ela também influencia na adimensionali-
zação, acontece o mesmo problema apontado anterior-
mente, para a variação de r2, e, portanto, os instantes
de tempo correspondentes não são os mesmos.
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Figura 19: ∆p no reservatório variando-se ϕ e para r = 250 m.
Fonte: os autores.
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Figura 20: ∆p no reservatório variando-se ϕ e para r = 750 m.
Fonte: os autores.

Considerando os tempos para os quais as três curvas
possuem registros de variação de pressão, percebe-se que
para os menores valores da porosidade a queda de pres-
são será mais acentuada para o mesmo valor do tempo.
Esse comportamento está de acordo com a física do es-
coamento em um meio poroso, visto que existirá menos
fluido disponível para o escoamento quando a porosidade
for menor.

5 Conclusões

Neste trabalho, a partir das contribuições de Carter
(1966) [7] e Cariello (1997) [6], implementou-se uma fer-
ramenta computacional para a determinação da varia-
ção de pressão, em reservatórios compartimentalizados
cilíndricos, a partir da solução analítica no espaço de
Laplace. No entanto, as aproximações utilizadas na ava-
liação das funções modificadas de Bessel, neste trabalho,
diferem das empregadas por Carter (1966) [7] e, além
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disso, valeu-se de uma abordagem numérica para se obter
a transformada inversa de Laplace, ao invés da aproxi-
mação por séries utilizada pelo autor.

Realizou-se uma análise de sensibilidade a partir da
mudança de alguns dos parâmetros do modelo físico-
matemático para o escoamento estudado, incluindo as
propriedades de rocha e de fluido, a geometria e a va-
zão de produção. Destaca-se que as tendências observa-
das estão condizentes com o esperado para o escoamento
e de acordo com os resultados apresentados em Carter
(1966) [7]. Deve-se notar que as condições de acopla-
mento entre as variações de pressão nas duas zonas foram
implementadas corretamente, uma vez que não se iden-
tificou a presença de descontinuidades na solução em r1
e tão pouco foi notada alguma alteração nos perfis que
estivessem em desacordo com o usual para este tipo de
escoamento.

Ressalta-se que as variações dos parâmetros direta-
mente relacionados à compartimentalização, a razão en-
tre as permeabilidades absolutas das duas zonas e o raio
r1, resultaram em mudanças significativas na evolução da
dinâmica do escoamento. Menores variações de pressão,
no limite externo r2, estão relacionadas a um maior valor
da permeabilidade absoluta quando r1 é maior. Em con-
trapartida, as menores variações de pressão encontram-
se no limite externo r2, de forma que o escoamento pu-
desse se dar em direção ao poço produtor (onde há a
maior queda de pressão). No que diz respeito aos gra-
dientes de pressão, as mudanças nas regiões interiores
ocorreram em função das modificações em k1, k2 e r1.

Não foram detectados problemas relacionados ao uso
da inversão numérica via o método de Stehfest ou pelo
uso das funções modificadas de Bessel conforme imple-
mentadas em Cariello (2019) [6]. Com relação às vari-
ações de pressão ao longo do tempo, para os raios de
referência das Zonas 1 e 2, acredita-se que o conjunto de
dados adotado não favoreceu o surgimento de maiores
disparidades nos resultados. Portanto, outras avaliações
precisariam ser realizadas, por exemplo, com maiores va-
lores dos raios externos e menores valores das permeabi-
lidades absolutas, a fim de que a análise do escoamento
pudesse contemplar os regimes transientes iniciais.
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