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Abstract: We used the numerical library Portable Extensible Toolkit for Scientific Com-
putation (PETSc) to obtain the solution of the system of algebraic equations arising from
the discretization of the governing equation of a two-dimensional oil flow in a porous
medium, where both are slightly compressible. Typically, this step is responsible for the
highest computational cost compared to the others. Thus, in addition to the search for an
accurate solution, we also aimed to achieve better computational performance. We deter-
mined the numerical solution in terms of the pressures in the reservoir and the producing
well (via a well-reservoir coupling technique), using a Picard method linearization and a
time-implicit formulation. We obtained the pressure variations as a function of time by
using different computational meshes, modifying the physical properties, and using the
methods for solving algebraic systems available at PETSc. The solutions presented the
expected physical behavior, and we concluded that this numerical library was successful
for the accomplished simulations.
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1 Introdução

Com o surgimento dos computadores, após a segunda
guerra mundial, uma série de problemas de engenharia
puderam ser estudados a partir das soluções obtidas nu-
mericamente com a utilização de recursos computacio-
nais. Nesta conjuntura, os avanços alcançados, em ter-
mos de capacidade de memória e de processamento, têm
permitido que problemas cada vez mais realísticos se-
jam considerados como, por exemplo, os da dinâmica da
tensão-deformação em equipamentos, da transferência de
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calor, das reações químicas, da dinâmica dos fluidos com-
putacional e da simulação de escoamentos em subsuper-
fície. Nessa última categoria, é possível se destacar a si-
mulação de reservatórios de petróleo, imprescindível na
proposição de um planejamento que resulte na produção
otimizada, para que se aumente o fator de recuperação de
hidrocarbonetos. Este trabalho é dedicado à simulação
de reservatórios empregando a biblioteca Portable Ex-
tensible Toolkit for Scientific Computation (PETSc) [3],
tendo em vista a necessidade de se resolver sistemas de
equações algébricas de grande porte, presentes nos casos
de interesse.



2 F. B. Vasconcellos et al.

1.1 Resolução de sistemas de equações algébricas

Na simulação de reservatórios de petróleo na escala de
campo [27, 39, 40, 42], frequentemente necessita-se re-
solver sistemas de equações algébricas não-lineares com
mais de 1 milhão de incógnitas quando de problemas tri-
dimensionais, mesmo no caso do escoamento monofásico
isotérmico monocomponente. Quando se trata de simu-
lações envolvendo a presença de poços horizontais, por
exemplo, tipicamente é necessária uma discretização com
malhas refinadas para capturar, adequadamente, o esco-
amento sujeito ao aparecimento dos diferentes efeitos de
fronteira [1, 43]. Em geral, na simulação de escoamentos
monofásicos em reservatórios de petróleo, mais de 70%
do esforço computacional é despendido no processo de
resolução desses sistemas.

A questão do tempo de execução é crucial na simula-
ção de reservatórios, levando em consideração que, para
casos reais, as simulações visam a prever a produção ao
longo de décadas e podem, em certas situações, durar
semanas, mesmo em máquinas destinadas à computação
de alto desempenho [36, 37]. Dessa forma, é essencial
que a indústria de óleo e gás busque empregar méto-
dos numéricos eficientes para a resolução de sistemas de
equações algébricas, além da implementação de técnicas
de paralelização, de modo que seja possível testar, mais
rapidamente, diferentes cenários de produção, a fim de
se definir o melhor plano de operação.

A fim de se resolver de forma computacionalmente
eficiente esses sistemas de equações, diferentes grupos
têm, ao longo de décadas, atuado na elaboração de mé-
todos e na construção de códigos numéricos que condu-
ziram à criação de bibliotecas voltadas para a álgebra
linear [12, 16]. Elas são constituídas por códigos efici-
entes e flexíveis destinados à resolução de sistemas do
tipo Ax = b, onde A é a matriz dos coeficientes, x é o
vetor incógnita e b um vetor cujos elementos são conhe-
cidos. Portanto, necessita-se conhecer corretamente de
que forma essas informações devem ser repassadas para
tais bibliotecas numéricas. Outro ponto importante, no
que diz respeito à eficiência computacional, é o hardware
disponível para a realização das simulações [19].

1.2 A biblioteca PETSc na simulação numérica

A biblioteca Portable, Extensible Toolkit for Scientific
Computation fornece um conjunto de estrutura de dados
e rotinas para aplicações em larga escala, com recursos
para a execução em paralelo ou em série, favorecendo a
implementação de códigos destinados à computação ci-
entífica, os quais podem ser escritos, por exemplo, nas
linguagens C, C++, Fortran ou Python. Ela contém a
biblioteca Toolkit for Advanced Optmization (TAO) vol-
tada para a resolução de equações diferenciais parciais e
problemas que demandam um elevado desempenho com-
putacional. Por padrão, todos os programas são execu-
tados utilizando a Message Passing Interface (MPI) [3].
A sua estrutura computacional permite uma integração
com a linguagem escolhida pelo usuário, possibilitando

o aproveitamento de um programa computacional pré-
existente, flexibilizando a reutilização de códigos numé-
ricos.

Na sequência, foca-se na sua utilização nas engenha-
rias e na busca pela melhoria do desempenho compu-
tacional, uma breve revisão bibliográfica das aplicações
da biblioteca PETSc. Destaca-se que ela possui, con-
forme relatado em [29], métodos numéricos específicos
para a resolução de equações diferenciais e algébricas
não-lineares, dependentes do tempo, e para a otimização
numérica.

Croucher et al. (2020) [12], por exemplo, utilizaram o
simulador Waiwera que foi projetado para resolver pro-
blemas envolvendo sistemas geotérmicos. Esse código,
segundo os autores, foi paralelizado e fez uso intensivo
da PETSc [25, 29, 35]. O referido simulador foi escrito
em linguagem Fortran 2003, orientada a objetos, e é do
tipo open-source. Os autores relataram que os resultados
com ele obtidos apresentaram consistência com aqueles
alcançados com outros simuladores reconhecidos na lite-
ratura, tais como o TOUGH2 (Transport Of Unsatura-
ted Groundwater and Heat), além de possuir uma boa
escalabilidade quando do uso da versão paralelizada.

Segundo Wenqing et al. (2015) [35], as tecnologias
destinadas à estocagem de energia térmica são de inte-
resse atual e buscam melhorar a integração da geração
de energia renovável e a eficiência energética. As simu-
lações numéricas do armazenamento termoquímico de
calor são desafiadoras e computacionalmente custosas,
devido à complexidade em se descrever os processos aco-
plados e não lineares característicos desses sistemas. Tais
dificuldades aumentam quando são consideradas geome-
trias complexas. Para se viabilizar simulações computa-
cionalmente eficientes, um código utilizando o método
dos elementos finitos foi paralelizado, usando as rotinas
da biblioteca PETSc, como parte da estrutura do código
aberto OpenGeoSys. De acordo com os autores, na simu-
lação da descarga de um armazenador de calor, o tempo
de execução foi reduzido significativamente.

As simulações abrangendo a geodinâmica são tam-
bém caracterizadas pela existência de não linearidades
e efeitos tridimensionais, impondo desafios à ciência da
computação. Nesse caso específico, Katz et al. (2007) [25]
discutiram como o uso da PETSc pode facilitar o desen-
volvimento dos simuladores. Como ilustração, os autores
realizaram simulações do escoamento estacionário de um
fluido não-newtoniano; de ondas magmáticas no manto
terrestre; e bifásicos, em meios com de alta porosidade,
sob cisalhamento simples. Eles destacaram dois dos re-
cursos adicionais da PETSc: o armazenamento estrutu-
rado de parâmetros e a saída autodocumentada.

Cuomo et al. (2015) [13] apresentaram uma estru-
tura, utilizando a computação paralela, direcionada à si-
mulação do fluxo óptico usando um cluster de Graphics
Processing Unit (GPUs) e a PETSc. Para tanto, na mo-
delagem foi considerada uma equação diferencial par-
cial (EDP) parabólica e foi implementado um algoritmo
paralelizado, adequado para ambientes de computação
heterogêneos (multiprocessado, uma ou várias GPUs).
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Como resultado, o software proposto possibilitou um ga-
nho de cerca de 95% em relação à implementação se-
quencial.

Por sua vez, a suíte TOUGH, composta por simu-
ladores direcionados ao escoamento multifásico não iso-
térmico e ao transporte de calor em meios porosos, vem
sendo atualizada, por vários desenvolvedores, ao longo
dos anos. Em função da crescente complexidade dos pro-
cessos, bem como da extensão dos domínios de resolu-
ção, surgiu a necessidade da realização de melhorias no
que diz respeito à eficiência computacional. Jung et al.
(2017) [23] relataram que os métodos de resolução de
sistemas lineares, paralelizados, da PETSc foram adi-
cionados nas versões TOUGH2 e TOUGH2-MP. Como
conclusão, eles constataram que os métodos da PETSc
apresentaram, em geral, um melhor desempenho do que
os do Aztec paralelizado (original) e do solver linear in-
terno da TOUGH3.

Um outro problema desafiador é a simulação numé-
rica da eletrofisiologia cardíaca. O sistema Bidomain, um
modelo matemático da atividade bioelétrica cardíaca,
constituído por uma equação diferencial parcial elíptica
e uma parabólica do tipo reação-difusão, descreve a pro-
pagação da excitação elétrica no tecido cardíaco. As duas
equações encontram-se acopladas a um sistema de equa-
ções diferenciais ordinárias (EDOs), que simulam as cor-
rentes iônicas através da membrana cardíaca. Na busca
pela redução do custo computacional, o desenvolvimento
de pré-condicionadores eficientes e escalonáveis para a
resolução dos sistemas lineares, provenientes da discre-
tização dessas equações, é fundamental. Centofanti e
Scacchi (2024) [10] estudaram o mesmo problema utili-
zando a PETSc e arquiteturas modernas de computação
de alto desempenho, usando várias Central Processing
Units (CPUs) e GPUs, e verificaram que houve melho-
rias no desempenho computacional. Ainda segundo os
autores, a portabilidade da PETSc engloba a utilização
de GPUs e enfatiza a flexibilidade e a extensibilidade,
permitindo que os desenvolvedores usem o seu modelo
de programação predileto.

De fato, há uma série de problemas de interesse na
Física, na Matemática, na Computação e na Engenha-
ria onde a biblioteca PETSc tem sido utilizada. Em
se tratando do trabalho desenvolvido por Kempe et al.
(2015) [26], foi abordado o problema do escoamento no
interior de uma cavidade, cuja tampa superior é mó-
vel. Foi feita uma comparação do desempenho compu-
tacional quando da obtenção da solução das equações
de Navier-Stokes, utilizando o método dos volumes fini-
tos, considerando os fluidos como sendo incompressíveis
e empregando um método de projeção. O código numé-
rico foi executado em CPUs e GPUs, juntamente com a
PETSc.

Por outro lado, Kang et al. (2023) [24] utilizaram os
métodos de Runge-Kutta e a biblioteca PETSc para re-
solver um problema de interação fluido-fluido. Eles usa-
ram as equações de Navier-Stokes para fluidos compres-
síveis e realizaram uma série de experimentos numéricos
em larga escala.

Prosseguindo, Bonart et al. (2017) [6] trabalharam no
acoplamento entre as bibliotecas numéricas da PETSc e
ADOL-C. Trata-se de um pacote que facilita a avaliação
de derivadas primeiras e superiores de funções vetoriais
que são definidas em códigos escritos nas linguagens C
ou C++. As suas rotinas podem ser chamadas via pro-
gramas que usem linguagens de programação vinculadas
à linguagem C. Os autores empregaram a computação
paralela para estudar um modelo de coluna de destilação
em condições de não equilíbrio.

Um novo esquema, massivamente paralelo, foi desen-
volvido para estudar escoamentos em superfícies livres
usando o método livre de malha Incompressible Smo-
othed Particle Hydrodynamics (ISPH), para simulações
envolvendo o uso de mais de 100 milhões de partícu-
las [20]. Com esse propósito, é requerido que seja resol-
vido um sistema no qual a matriz esparsa, associada à
equação de Poisson escrita em termos da pressão, possui
uma ordem elevada. Essa não é uma tarefa trivial para
problemas que usam tal quantidade de partículas, que se
movem em evolução contínua. A biblioteca PETSc e o
pré-condicionador HYPRE BoomerAMG foram utiliza-
dos a fim de se garantir uma rápida convergência.

Já Boffi et al. (2024) [5] tiveram como objetivo de-
senvolver um solver paralelizado direcionado para pro-
blemas de interação fluido-estrutura. Eles empregaram
multiplicadores de Lagrange e o método dos elementos
finitos para a discretização espacial. Por outro lado, é
utilizado um esquema de primeira ordem, do tipo dife-
renças finitas, na aproximação temporal. O sistema li-
near resultante do processo de discretização é resolvido,
a cada passo de tempo, usando a versão paralelizada do
método Generalized Minimum Residual (GMRES) e pré-
condicionadores disponíveis na biblioteca PETSc.

No escopo dos aplicativos de geração de imagens,
Carracciuolo et al. (2006) [9] analisaram o esforço com-
putacional requerido para o desenvolvimento de um am-
biente de software distribuído. Tal iniciativa teve por
finalidade possibilitar o uso de computadores de alto de-
sempenho e sistemas de armazenamento, para a redução
do ruído das sequências ecocardiográficas tridimensio-
nais, assim como a utilização da PETSc.

Em contrapartida, Hovland e McInnes (2001) [21]
utilizaram a biblioteca PETSc em aplicações aeroespa-
ciais envolvendo o uso da paralelização e um método de
Newton-Krylov-Schwarz. Eles estudaram o escoamento
ao redor de um aerofólio do tipo M6 utilizando as equa-
ções tridimensionais de Euler e uma formulação total-
mente implícita no tempo.

No caso das equações incompressíveis de Navier-
Stokes, Clarke e Krishnamoorthy (2019) [11] relataram
que há um custo computacional expressivo quando da
resolução numérica de escoamentos multifásicos. Ele é
decorrente, em geral, do emprego de uma formulação
implícita quando do cálculo da correção de pressão. Os
autores utilizaram o método iterativo dos Gradientes Bi-
conjugados Estabilizado e o pré-condicionador de Jacobi,
ambos da biblioteca PETSc.
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Por fim, destaca-se que em grande parte dos simu-
ladores contemporâneos, aplicados na engenharia, é ne-
cessário que se resolva sistemas de equações algébricas.
Assim sendo, Jolivet et al. (2021) [22] discutem como
as bibliotecas PETSc e High Performance Domain De-
composition Methods (HPDDM) podem ser usadas, em
conjunto, de modo a propiciar aos usuários a utilização
dos métodos avançados do subespaço de Krylov (para a
resolução de sistemas de equações) e de Schwarz para
o particionamento de domínios. São também fornecidos
exemplos de aplicações envolvendo a análise de autova-
lores, a elasticidade, a combustão e o eletromagnetismo.

Aos leitores interessados destaca-se, dentre outras
contribuições que fizeram uso da biblioteca PETSc, os
seguintes trabalhos: [4, 7, 28] e [41].

2 Escoamento Monofásico de Óleo em um
Reservatório

A modelagem físico-matemática, tendo-se em vista a si-
mulação do escoamento monofásico isotérmico em um
reservatório de petróleo, depende das características do
escoamento, das propriedades físicas do reservatório e do
fluido e, principalmente, das hipóteses adotadas. Esta se-
ção é dedicada à apresentação do modelo adotado, das
propriedades de fluido e de rocha, das equações de ba-
lanço, da equação diferencial parcial governante, cuja va-
riável dependente é a pressão do óleo, e das condições
inicial e de contorno.

As seguintes hipóteses são utilizadas na derivação do
modelo de escoamento:

1. O campo de permeabilidades é heterogêneo e iso-
trópico;

2. A compressibilidade da rocha é pequena e cons-
tante;

3. O fluido é newtoniano;

4. Não ocorrem reações químicas;

5. O escoamento é bidimensional, no plano xy, e em
regime laminar;

6. O escoamento é monofásico e isotérmico;

7. Os efeitos gravitacionais são desconsiderados;

8. O poço de produção é vertical e penetra totalmente
na formação;

9. Ausências de dano à formação e de estocagem no
poço.

Inicia-se pela introdução do fator-volume-formação
do óleo [32], B = ρosc/ρo, de modo que a equação de
conservação da massa seja escrita na forma [18]

∂

∂t

(
ϕ

B

)
+ ∇ ·

(vo

B

)
− qm

Vbρosc
= 0, (1)

onde ϕ é a porosidade, vo é a velocidade superficial do
óleo, qm é o termo fonte, Vb é o volume total (rocha mais
poros), ρo é a massa específica do óleo nas condições de
reservatório e ρosc representa a massa específica do óleo
em condições padrão de temperatura e pressão, Tsc e psc,
respectivamente.

Para escoamentos a baixas velocidades, a equação
que expressa a conservação da quantidade de movimento,
no escoamento de fluidos em meios porosos, é a lei de
Darcy clássica [14, 18, 38],

vo = − k
µo

(∇p − ρog∇D) , (2)

onde k é o tensor de permeabilidade absoluta, µo é a
viscosidade do óleo, g é a magnitude da aceleração da
gravidade e D é a profundidade [32].

Agora, após substituição da Eq. (2) na Eq. (1),
obtém-se

∂

∂t

(
ϕ

B

)
= ∇ ·

[
k

Bµo
(∇p − ρog∇D)

]
+ qm

Vbρosc
. (3)

Se os efeitos gravitacionais não forem levados em con-
sideração e introduzindo-se a relação qm = qscρosc tem-
se, a partir da Eq. (3), que

∂

∂t

(
ϕ

B

)
− ∇ ·

(
k

Bµo
∇p

)
− qsc

Vb
= 0. (4)

Aqui, considera-se que [18]

B = B0

1 + co(p − p0) , (5)

ϕ = ϕ0[1 + cϕ(p − p0)], (6)

onde B0 e ϕ0 são, respectivamente, o fator-volume-
formação e a porosidade nas condições de referência para
a pressão p0, e co e cϕ representam as compressibilidades
do óleo e da rocha, respectivamente. As compressibili-
dades de óleo e de rocha são consideradas pequenas e
constantes, de forma que óleo e rocha são ligeiramente
compressíveis.

Na Eq. (4), o primeiro termo, do lado esquerdo do
sinal de igualdade, pode ser reescrito de forma a se ob-
ter explicitamente as derivadas parciais da pressão em
relação ao tempo [17],

∂

∂t

(
ϕ

B

)
= 1

B

∂ϕ

∂t
+ ϕ

∂

∂t

(
1
B

)
= 1

B

dϕ

dp

∂p

∂t
+ ϕ

d

dp

(
1
B

)
∂p

∂t

=
[

1
B

dϕ

dp
+ ϕ

d

dp

(
1
B

)]
∂p

∂t
. (7)

Em seguida, introduz-se as Eqs. (5)-(6) na Eq. (7),
de modo que

∂

∂t

(
ϕ

B

)
=

(
ϕco

B0 + ϕ0cϕ

B

)
∂p

∂t
. (8)
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Finalmente, a partir das Eqs. (4) e (8) é possível se
obter a equação governante

Γp
∂p

∂t
− Vb∇ ·

(
k

Bµo
∇p

)
− qsc = 0, (9)

onde

Γp = Vb

(
ϕco

B0 + ϕ0cϕ

B

)
. (10)

Quando da determinação da viscosidade do fluido,
utiliza-se a correlação frequentemente aplicada ao caso
de fluidos ligeiramente compressíveis em escoamentos
isotérmicos [18],

µo = µ0

1 − cµ(p − p0) , (11)

onde µ0 é o valor da viscosidade medida na pressão de re-
ferência p0 e cµ é o coeficiente de variação da viscosidade
em relação à pressão.

2.1 Condições auxiliares

A Eq. (9) é uma equação diferencial parcial não-linear,
utilizada na determinação da pressão do óleo. Para se
resolvê-la, é ainda necessário que sejam fornecidas as con-
dições auxiliares (inicial e de contorno) apropriadas.

Como condição inicial utiliza-se

p(x, y, t = 0) = pini(x, y) = pinic, (12)

onde pinic é a pressão inicial antes de começar a produção
de óleo.

No que diz respeito às condições de contorno,
considera-se fluxo nulo nas fronteiras do reservatório,
logo,(

∂p

∂x

)
x=0,Lx

=
(

∂p

∂y

)
y=0,Ly

= 0, (13)

onde Lx e Ly são os respectivos comprimentos do reser-
vatório nas direções dos eixos x e y.

2.2 Acoplamento poço-reservatório

Se o termo fonte qsc for utilizado para fornecer a vazão de
produção na representação do poço, via uma técnica de
acoplamento poço-reservatório, é possível escrever [18]

qsc = −Jw (p − pwf ) , (14)

onde Jw é o índice de produtividade e pwf é a pressão
no poço.

A determinação numérica do índice de produtividade,
no contexto da simulação de reservatórios, será discu-
tida na seção dedicada à resolução numérica. Por hora,
ressalta-se que esse acoplamento permite o cálculo da
pressão no poço se a sua vazão for prescrita e vice-versa.
Neste trabalho, optou-se por utilizar uma condição de
vazão de produção prescrita.

3 Resolução Numérica

A simulação numérica é amplamente utilizada nas en-
genharias e, principalmente, na resolução de problemas
de escoamento em reservatórios de petróleo, visto que
apenas em alguns casos particulares, simplificados, é pos-
sível se obter soluções analíticas para os mesmos [18].
Agora, tratar-se-á das questões relativas à obtenção da
solução da equação governante introduzida previamente.
Para tanto, utiliza-se os métodos dos Volumes Finitos e
de Picard, um método iterativo de resolução de sistemas
algébricos, e uma técnica específica para a determinação
do índice de produtividade.

Os valores da pressão são obtidos no centro dos volu-
mes finitos e o sistema algébrico de equações resultante
do processo de discretização é resolvido mediante o em-
prego de um método iterativo, uma vez que utiliza-se
uma formulação totalmente implícita no tempo.

Para um problema bidimensional, a equação gover-
nante (9) pode ser posta na forma

∂

∂x

(
Tx

∂p

∂x

)
dx + ∂

∂y

(
Ty

∂p

∂y

)
dy = Γp

∂p

∂t
+ qsc, (15)

onde foram introduzidas as novas variáveis

Tx ≡ Axkx

µB
, (16)

Ty ≡ Ayky

µB
, (17)

sendo que Ax = dyLz, Ay = dxLz e Vb = dxdyLz,
considerando-se que Lz é a espessura do reservatório e
que Ax e Ay não são, respectivamente, funções de x e de
y [18].

No processo de discretização da Eq. (15), emprega-se
uma formulação totalmente implícita no tempo, diferen-
ças centradas a três pontos na aproximação das deriva-
das espaciais e uma aproximação do tipo diferença re-
cuada para a derivada temporal. Portanto, feitas todas
as substituições, a forma final discretizada da equação
governante é dada por [34]

Tn+1
x,i+1/2,j

(
pn+1

i+1,j − pn+1
i,j

)
− Tn+1

x,i−1/2,j

(
pn+1

i,j − pn+1
i−1,j

)
+Tn+1

y,i,j+1/2
(
pn+1

i,j+1 − pn+1
i,j

)
− Tn+1

y,i,j−1/2
(
pn+1

i,j − pn+1
i,j−1

)
=Γn+1

i,j

(
pn+1

i,j − pn
i,j

)
+ (qsc)n+1

i,j , (18)

onde i − 1/2 e i + 1/2 representam a posição das faces
dos volumes finitos na direção do eixo x, cujo nó central é
i, j (com definições análogas para j e a direção do eixo y).

Na Eq. (18), foram introduzidas as novas variáveis
conhecidas como as transmissibilidades:

Tn+1
x,i± 1

2 ,j
=

(
Axkx

µB∆x

)n+1

i± 1
2 ,j

, (19)
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Tn+1
y,i,j± 1

2
=

(
Ayky

µB∆y

)n+1

i,j± 1
2

. (20)

Quando da determinação delas, emprega-se uma média
harmônica em se tratando das propriedades de rocha e
de geometria, e uma média aritmética (sendo a malha
uniforme) com respeito às do fluido. Assim, obtém-se os
seus valores em (i ± 1/2, j) e (i, j ± 1/2), a partir daque-
les conhecidos em (i, j), (i ± 1, j) e (i, j ± 1).

No que diz respeito ao coeficiente do termo transi-
ente, ele é calculado a partir de uma expansão conserva-
tiva [18],

Γn+1
i,j =

[
ϕnco

B0 + ϕ0cϕ

Bn+1

]
Vbi,j

∆t
, (21)

onde ∆t = tn+1 − tn representa o incremento de tempo.

3.1 Linearização do sistema de equações
algébricas não-lineares

A Equação (18) representa um conjunto de equações al-
gébricas não-lineares. Portanto, para que se possa utili-
zar as técnicas desenvolvidas especificamente para a re-
solução de sistemas de equações lineares, elas devem ser
linearizadas. Então, tendo em vista a utilização do Mé-
todo de Picard, para a determinação da transmissibili-
dade na direção do eixo x [18], introduz-se as aproxima-
ções

Tn+1
x,i± 1

2 ,j
∼= Tn+1,v

x,i± 1
2 ,j

=
(

Axk

µB∆x

)n+1,v

i± 1
2 ,j

, (22)

Tn+1
y,i,j± 1

2

∼= Tn+1,v

y,i,j± 1
2

=
(

Ayk

µB∆y

)n+1,v

i,j± 1
2

. (23)

Portanto, a Equação (18) pode ser reescrita como

Tn+1,v

x,i+ 1
2 ,j

(
pn+1,v+1

i+1,j − pn+1,v+1
i,j

)

−Tn+1,v

x,i− 1
2 ,j

(
pn+1,v+1

i,j − pn+1,v+1
i−1,j

)

+Tn+1,v

y,i,j+ 1
2

(
pn+1,v+1

i,j+1 − pn+1,v+1
i,j

)

−Tn+1,v

y,i,j− 1
2

(
pn+1,v+1

i,j − pn+1,v+1
i,j−1

)

=Γn+1,v
i,j

(
pn+1,v+1

i,j − pn
i,j,k

)
+ (qsc)n+1,v

i,j , (24)

onde os níveis de iteração são indicados por v (valores
conhecidos) e v + 1 (valores desconhecidos). O mesmo
procedimento é utilizado para os termos Γi,j e (qsc)i,j .

3.2 Determinação do índice de produtividade

No caso do acoplamento poço-reservatório, também se
lineariza o termo que contém o índice de produtivi-
dade Jw. Aqui, apenas poços verticais são considerados,
negligenciando-se as perdas de carga e os efeitos inerci-
ais nos seus interiores. A vazão de produção no poço, qsc,
está relacionada com a diferença de pressão por intermé-
dio do índice de produtividade e a sua forma discretizada
é dada por [34]

(qsc)n+1,v
i,j = −Jn+1,v

w,i,j

[
pn+1,v+1

i,j − (pwf )n+1,v+1
i,j

]
. (25)

Assim sendo, em se tratando desse caso em particu-
lar, o índice de produtividade é calculado por [1]

Jn+1,v
w,i,j =

 2π
√

kxky∆z

µB ln
(

req

rw

)


n+1,v

i,j

, (26)

onde

req = 0, 28


√

ky

kx
(∆x)2 +

√
kx

ky
(∆y)2

(
ky

kx

)1/4
+

(
kx

ky

)1/4


i,j,k

, (27)

com req e rw representando os raios equivalente [31] e do
poço, respectivamente.

3.3 Metodologia de solução do sistema de
equações algébricas

Os sistemas oriundos da linearização das equações algé-
bricas não-lineares têm, em geral, como características
o fato da matriz dos coeficientes ser esparsa e a ele-
vada quantidade de incógnitas. Portanto, necessita-se de
muita memória e velocidade de processamento quando
da resolução deles.

O método dos Gradientes Conjugados (GC) foi o
escolhido para ser empregado na resolução do sistema
linearizado de equações algébricas. Ele é considerado
como um dos métodos iterativos mais eficientes para
a resolução de sistemas lineares não-estacionários, pois
herda informações das iterações precedentes e as consi-
dera quando da realização da subsequente. Resumida-
mente, as suas etapas consistem em executar passos, a
cada iteração, na direção oposta a do gradiente da fun-
ção a ser minimizada, de tal forma que a informação
proveniente da direção já pesquisada não seja repetida,
até que seja encontrado o mínimo estrito e global. A mi-
nimização ocorre nos chamados subespaços de pesquisa
(espaço de Krylov), gerados a partir dos resíduos de cada
iteração [8].

Supondo-se que não sejam introduzidos erros de ar-
redondamento, se a matriz dos coeficientes A possui m
autovalores distintos, o método deve convergir em no
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máximo m iterações. Por outro lado, se ela possuir mui-
tos autovalores distintos cujas magnitudes variam enor-
memente, o método provavelmente necessitará de um
grande número de iterações para que ela seja alcan-
çada [33].

Por sua vez, a convergência pode ser acelerada me-
diante o pré-condicionamento da matriz A. Ele consiste
em transformar o sistema original em um outro que tem
a mesma solução, porém, possuindo propriedades mais
favoráveis para que a convergência seja atingida mais
rapidamente [33]. A matriz pré-condicionadora é esco-
lhida de tal forma que A′ = CACT , onde a matriz C
é dita ser não-singular e pré-condicionadora. A bibli-
oteca PETSc disponibiliza diferentes métodos de pré-
condicionamento como, por exemplo, o Symmetric Suc-
cessive Over-Relaxation (SSOR).

4 Implementação da Biblioteca PETSc

De modo a viabilizar a utilização da biblioteca PETSc,
é necessário instalá-la juntamente com um conjunto de
“pacotes de programas” que proporcionam a compilação
e a execução do programa computacional criado pelo
usuário. As orientações para a sua instalação e utili-
zação encontram-se disponíveis no endereço eletrônico
https://petsc.org [3]. Neste trabalho, a distribuição em-
pregada é a PETSc 3.18 de 2022 e o código numérico foi
desenvolvido usando a linguagem de programação C.

Após a discretização da equação governante, a matriz
dos coeficientes A, associada ao sistema de equações al-
gébricas linearizadas, é esparsa, simétrica, pentadiagonal
e com predominância da diagonal principal. As compo-
nentes do vetor b contém as pressões obtidas no passo
de tempo anterior, acrescidas do termo fonte.

No Algoritmo 1, lista-se as principais etapas a se-
rem efetivadas para a implementação da utilização
de um dos métodos de resolução do pacote Krylov
Subspace Methods (KSP) contidos na sua biblioteca
<petscksp.h>.

Algoritmo 1: Resolução básica utilizando a
PETSc
1 Inicialização da biblioteca PETSc adequada ao

problema;
2 Declaração das variáveis do tipo PETSc;
3 Obtenção dos parâmetros do problema;
4 Inicialização das matrizes e vetores;
5 Configuração do solver;
6 Resolução do sistema linear Ax = b pelo

método escolhido;
7 Verificação dos resultados e/ou arquivamento de

dados;
8 Liberação da memória e finalização do uso da

biblioteca PETSc.

A função PetscInitialize é a encarregada por iniciar
a aplicação da biblioteca, sendo a primeira função da
PETSc dentro do código.

4.1 Declaração das variáveis

Os principais tipos de dados da PETSc podem ser vistos
na Tabela 1. Um fato interessante é a possibilidade de se
alterar o tamanho das variáveis. Por exemplo, é possível
mudar a configuração de uma variável do tipo PetscInt
de 32 bits para 64 bits.

Tabela 1 Tipos de dados da biblioteca PETSc

Tipo Descrição
PetscInt Variável para números inteiros
PetscScalar Variável para números reais com

precisão dupla
PetscReal Representa um numero Real de um

PetscScalar
PetscBool Variável lógica: 0 ou 1
Vec Declaração de um vetor
Mat Declaração de uma matriz
KSP Declaração de soluções da família

KSP
PC Declaração dos pré-condicionadores

Os parâmetros de entrada do simulador encontram-
se organizados em arquivos, facilitando a realização das
simulações numéricas e evitando a necessidade da recom-
pilação do código numérico a cada alteração. Na sequên-
cia, é fornecido um exemplo de declaração de variáveis,
onde Nx e Ny representam os números de células na
malha computacional, nas direções dos eixos x e y, res-
pectivamente:

//Declaração das variáveis principais
Vec x,b;
Mat A;
Ksp ksp;
PC pc;
PetscInt Nx,Ny,col[5];
PetscScalar *resultado,v[5];

//Variáveis comuns
int i,j;
double Lx,Ly,Lz;

As variáveis seguem as mesmas regras da sintaxe da lin-
guagem C, podendo ser declaradas como global ou local.
Os vetores e matrizes são apenas apontados, sendo neces-
sário realizar a alocação de memória e as configurações
dos parâmetros.

4.2 Inicialização das matrizes e vetores

As matrizes e os vetores necessitam de uma atenção espe-
cial em função do tipo de método que se deseja utilizar,
influenciando diretamente nas configurações e alocações
de memória. Por padrão, as matrizes são alocadas em
uma forma compactada via a técnica conhecida como
Compressed Sparse Row (CSR) [37]. Segue um exemplo
de configuração da matriz e dos vetores:
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//Parametrização da matriz
MatCreate(PETSC_COMM_WORLD, &A);
MatSetSizes(A, PETSC_DECIDE, PETSC_DECIDE,

Nx * Ny, Nx * Ny);
MatSetFromOptions(A);
MatSetUp(A);

//Parametrização do vetor
VecCreate(PETSC_COMM_WORLD, &x);
VecSetSizes(x, PETSC_DECIDE, Nx * Ny);
VecSetFromOptions(x);

//Função para configurar vetores com as mesmas
dimensões

VecDuplicate(x, &b);

Após a locação de memória, pode-se passar para a
etapa de definição dos valores dos elementos dos vetores
e da matriz. É fornecido, agora, um exemplo com a ini-
cialização do vetor b e da matriz A. Para inserir cada
linha da matriz, é necessário fornecer um array com a
posição e outro contendo os valores, col e v respectiva-
mente, enquanto que a variável i informa qual é a linha:

//Função para alocar um valor a todos os
elementos do vetor

VecSet(b, P_ref);
//Função para inserir os valores de uma linha
na matriz pentadiagonal "A"

MatSetValues(A, 1, &i, 5, col, v,
INSERT_VALUES)
//Funções de contrução devem ser chamadas

MatAssemblyBegin(A, MAT_FINAL_ASSEMBLY);
MatAssemblyEnd(A, MAT_FINAL_ASSEMBLY);

4.3 Configuração do método de resolução

Uma vez escolhido o método KSP, é necessário se confi-
gurar as suas opções. Quando uma função de configura-
ção não é chamada, a PETSc utiliza as definidas como
padrão. Por exemplo, caso não esteja determinado que o
KSPSetType é o do método dos Gradientes Conjugados
(KSPCG), por padrão seria escolhido o GMRES. Por in-
termédio da função KSPSetTolerances são estabelecidos
os critérios de tolerância:

//Criação do solver linear e configurações das
opções

KSPCreate(PETSC_COMM_WORLD, &ksp);
KSPSetType(ksp, KSPCG);
KSPSetOperators(ksp, A, A);
KSPSetTolerances(ksp, 1.e-10 , 1.e-50,

PETSC_DEFAULT, PETSC_DEFAULT);

4.4 Resolução do sistema linear

A função KSPSolve é a responsável por dar início ao pro-
cesso de resolução do sistema algébrico Ax = b, sendo

imprescindível fornecer os vetores x e b, sabendo-se que
a matriz A já foi configurada via a função KSPSetOpe-
rators. Após ter sido alcançada a convergência, a solução
do sistema é armazenada no vetor x.

A função KSPSetInitialGuessNonzero permite infor-
mar a estimativa inicial. Quando ela não for configurada,
o padrão é o de se começar com x = 0, que pode aumen-
tar consideravelmente o número de iterações e o tempo
de execução até a convergência, de acordo com a tole-
rância estipulada e o tipo de problema físico-matemático
considerado,

//Resolução do sistema linear
KSPSetInitialGuessNonzero(ksp,

PETSC_TRUE).
KSPSetFromOptions(ksp);
KSPSolve(ksp, b, x);

4.5 Verificação dos resultados

Para se ter acesso às informações de cada componente do
vetor solução é necessário utilizar um ponteiro e a função
VecGetArray. Também pode-se manipular diretamente
o próprio vetor, mediante o uso de diversas funções pré-
existentes como, por exemplo, a função VecView, que
exibe os elementos do vetor:

//Função para apontar os dados do vetor para o
ponteiro "resultado"

VecGetArray(x, &resultado);
//Imprimi na tela o vetor solução

VecView(x,PETSC_VIEWER_STDOUT_WORLD);

4.6 Liberação de memória e finalização da
execução

Para que a simulação seja finalizada, é indispensável que
seja feita a liberação da memória alocada. A cada tipo
de dado corresponde uma função específica para tal fina-
lidade. A última função chamada em um código PETSc
é a PetscFinalize, responsável por concluir a execução do
programa:

VecRestoreArray(&resultado);
VecDestroy(&x);VecDestroy(&b);
MatDestroy(&A);
KSPDestroy(&ksp);
PetscFinalize();

5 Resultados Numéricos

Nas simulações de reservatório, quando se tem por meta
a estimativa da pressão no poço, utiliza-se um passo de
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tempo variável para melhor capturar os efeitos que se
desenrolam nos instantes iniciais da produção. Portanto,
um passo de tempo inicial, ∆ti, é multiplicado, sequen-
cialmente, pelo fator F∆t, a cada passo de tempo, até se
atingir o passo de tempo final, ∆tfinal [34].

Os parâmetros gerais, as propriedades da rocha, do
fluido e geométricas, para a construção do caso de refe-
rência, podem ser encontrados na Tabela 2, tendo sido
considerado que a viscosidade é mantida constante.

Tabela 2 Parâmetros gerais para a rocha, o fluido e a
geometria para o caso de referência

Parâmetro Valor Unidade
B0 1,3 m3/std m3

co 8,0×10−7 kPa−1

cr 5,0×10−7 kPa−1

F∆t 1,1 –
kx = ky = k 0,05 µm2

Lx = Ly 1.000 m
Lz 50 m
pinic = p0 69.000 kPa
qsc -1.000 m3/dia
tfinal 100 dia
tol 1×10−6 kPa
∆ti 0,001 dia
∆tfinal 5 dia
µ0 0,001 Pa · s
ρref 840 kg/m3

ϕini = ϕ0 0,2 –

Por outro lado, a Tabela 3 exibe a quantidade de
células, nas direções dos eixos x e y, respectivamente
Nx e Ny, consideradas na proposição das diferentes ma-
lhas computacionais utilizadas na investigação do com-
portamento da solução numérica, ao se implementar o
estudo do refinamento de malha. Ele é crucial para
que se possa garantir a obtenção de soluções numéri-
cas acuradas, além de se reduzir a estocagem numé-
rica associada ao uso da técnica de acoplamento poço-
reservatório [15, 30, 31].

Tabela 3 Malhas consideradas no estudo de refinamento

Malha Nx Ny

1 11 11
2 33 33
3 65 65
4 129 129
5 257 257
6 513 513
7 1.025 1.025

As simulações foram executadas em um nó do clus-
ter do Laboratório de Computação de Alto Desempenho
(LCAD) do Instituto Politécnico da Universidade do Es-
tado do Rio de Janeiro (UERJ), cujas especificações são:
Processador Intel(R) Xeon Silver 4210 2,2 GHz; Memó-
ria de 128 Gb; Instruction Set: 64 bits; Capacidade de
armazenamento de 0,5 TB; Número de núcleos igual a 10;

Número de threads igual a 20; e Sistema operacional:
Linux OpenSuse 15.5.

5.1 Refinamento de malha

Neste estudo, foram empregadas sete malhas de modo a
se determinar a mais adequada tendo em vista a conver-
gência numérica do método [2, 18]. Elas foram refinadas
nas direções dos eixos x e y, mantendo-se inalteradas as
propriedades físicas e as condições de operação do caso
de referência.

Na Figura 1, mostra-se os valores obtidos sob o refina-
mento de malha, sendo perceptível, nos instantes iniciais
da produção, o surgimento de patamares provocados pelo
aparecimento do artefato numérico [15]. Ele é chamado
de estocagem numérica, devido à semelhança qualitativa
da variação de pwf , em função do tempo, quando da
presença da estocagem física no poço [15]. Eles já eram
esperados e são consequência da escolha da técnica de
acoplamento poço-reservatório aqui empregada. Ela foi
introduzida por Peaceman (1978) [30], que considerou
que o escoamento, na região de interação entre o poço e
o reservatório, se dava em condições de regime perma-
nente. A magnitude do artefato depende, por exemplo,
da malha computacional empregada e das propriedades
de fluido e de rocha.
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Figura 1: Pressão no poço em função do tempo de produção.
Fonte: os autores.

É possível verificar, na Figura 2, a redução do efeito
do artefato numérico à medida quer as malhas são refi-
nadas. Isso mostra que as soluções, a partir da Malha 5,
não apresentam alterações significativas nos valores da
pressão no poço e pode-se considerar que a convergência
numérica foi estabelecida. Vale destacar que a mitiga-
ção dela não faz parte dos objetivos deste trabalho. Em
conclusão, reteve-se a Malha 5 como sendo aquela que
deve ser usada em conjunto com os demais parâmetros
e valores já estipulados para o caso de referência.

Na Figura 3, a título de ilustração, é exibida a su-
perfície que fornece a distribuição de pressão no inte-
rior do reservatório, computada já utilizando-se a Ma-
lha 5. A distribuição simétrica obtida exibe o comporta-
mento físico esperado, tendo em vista as propriedades de
rocha consideradas (campos homogêneos de permeabili-
dade absoluta e de porosidade inicial), com as menores
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Figura 2: Pressão no poço em função do tempo de produção.
Fonte: os autores.

pressões localizadas na região onde está localizado o poço
produtor.

Figura 3: Distribuição do campo de pressões no reservatório
após transcorridos 100 dias de simulação. Fonte: os autores.

5.2 Comparação de alguns dos métodos de
solução e pré-condicionadores da PETSc

A versão da biblioteca PETSc 3.18 permite ao usuário es-
colher pelo menos um dentre os 51 métodos de resolução
de sistemas de equações, disponíveis na biblioteca KSP.
Em alguns casos, pode-se também trabalhar em conjunto
com um dos 55 tipos de pré-condicionadores. Essa diver-
sidade mostra a versatilidade da biblioteca e, dentre as
possibilidades de escolha, foram selecionados os métodos
Generalized Minimal Residual Method (GMRES), Con-
jugate Gradient Method (CG) e Biconjugate Gradient
Method BICG, em conjunto com os pré-condicionadores
de Jacobi, LU, Incomplete LU (ILU) e Successive Over-
Relaxation Method (SSOR).

Inicia-se mostrando os valores da pressão no poço,
pwf , obtidos sem o emprego de pré-condicionadores (Fi-
gura 4). Percebe-se que é difícil se distinguir as curvas
umas das outras, sendo que o erro relativo calculado foi
inferior a 0,001%. No entanto, existem variações consi-
deráveis no que se refere aos tempos de execução, sendo
que o menor valor foi alcançado com o uso do método
CG, demandando 76,09 s para executar a simulação do
caso de referência, seguido pelo GMRES com 154,49 s e,
por fim, o BICG com 148,89 s.

10−3 10−2 10−1 100 101 102

5.6

5.8

6

6.2

6.4

6.6

·104

Tempo(dia)

p w
f
(k
P
a
)

GMRES
CG

BICG

Figura 4: Pressão no poço em função do tempo de produ-
ção empregando diferentes métodos: GMRES, CG e BICG.
Fonte: os autores.

Chama-se a atenção para o fato de que o método
BICG não teria o seu emprego recomendado para o pro-
blema estudado, uma vez que a matriz dos coeficientes é
simétrica. Como consequência, é natural que se tenha um
tempo de execução aproximadamente duas vezes maior
do que o do CG. No entanto, ele foi também utilizado
no intuito de se validar os resultados.

Na Figura 5, tem-se as curvas de pressão determina-
das com o método dos Gradientes Conjugados. Entre-
tanto, agora, fez-se uso dos pré-condicionadores. Pode-se
afirmar, uma vez mais, que as curvas encontram-se so-
brepostas para os casos calculados sem (CGref ) e com
os pré-condicionadores Jacobi, SSOR, ILU, LU.
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Figura 5: Pressão no poço em função do tempo de produ-
ção empregando o método CG, sem (CGref ) e com pré-
condicionadores. Fonte: os autores.

A Tabela 4 contém os valores dos tempos de execu-
ção quando da utilização dos pré-condicionadores. O uso
do pré-condicionador SSOR conseguiu melhorar o tempo
de simulação em 6,57%. No entanto, essa conclusão não
deve servir como base para uma generalização, pois a
eficiência deles depende das propriedades da matriz dos
coeficientes (dos seus autovalores).

5.3 Variação de algumas das propriedades físicas

A alteração de alguns dos valores das propriedades físicas
pode ajudar a se constatar se os resultados, numerica-
mente calculados, estão de acordo com aqueles ampla-
mente conhecidos na literatura.
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Tabela 4 Tempo de execução - CG

Método Pré-condicionador Tempo (s)

CG

– 76,09
Jacobi 101,02
LU 746,49
ILU 73,8
SSOR 71,0

Por exemplo, na Figura 6 encontram-se os correspon-
dentes à diminuição e à elevação dos valores da perme-
abilidade absoluta, tomando-se como ponto de partida
o caso de referência. É sabido, de acordo com a lei de
Darcy, que a velocidade de escoamento, de um fluido
no interior de um meio poroso, depende diretamente da
permeabilidade absoluta e inversamente da viscosidade.
Além disso, averígua-se que para as menores valores da
permeabilidade absoluta obtém-se as maiores variações
de pressão, devido ao fato do aumento da resistência ao
escoamento através do meio poroso [18].
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Figura 6: Pressão no poço em função do tempo de produção:
variação da permeabilidade. Fonte: os autores.

Por outro lado, na Figura 7, tem-se os resultados das
simulações quando aumenta-se e diminui-se os valores
da porosidade do caso de referência. Como é de conheci-
mento geral, a porosidade é uma propriedade relacionada
à capacidade de armazenamento do volume de fluido
no reservatório. Da figura, pode-se atestar que para os
maiores valores de porosidade correspondem as menores
quedas de pressão, em função do aumento do volume de
fluido estocado nos poros. A porosidade também influ-
encia na capacidade do meio poroso em transportar o
fluido. Quanto menor o seu valor, mais rápido se dará o
seu deslocamento e, dessa forma, os efeitos de fronteira
se farão sentir mais cedo. Tal fato pode ser observado na
mudança, mais acentuada, no perfil das curvas de pres-
são para os tempos tardios [32]. Portanto, o efeito da sua
variação é inverso ao da permeabilidade absoluta.

Embora o foco tenha sido o entendimento da física
do problema, investigou-se também se essas mudanças
nas propriedades poderiam afetar o tempo de execução
do simulador numérico.

Na Tabela 5, encontram-se os tempos de simulação
quando da variação da permeabilidade absoluta. Ela está
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Figura 7: Pressão no poço em função do tempo de produção:
variação da porosidade. Fonte: os autores.

diretamente relacionada com os valores das transmissi-
bilidades, que aparecem nas diagonais principais da ma-
triz dos coeficientes, alterando a dominância da diagonal
principal, influenciando, assim, no número de iterações
para que se obtenha a convergência e, com isso, o tempo
de execução. Vê-se que os respectivos tempos aumentam
conforme os seus valores crescem.

Tabela 5 Tempo de execução variando-se os valores da
permeabilidade

Permeabilidade Tempo (s)
k= 0,02 µm2 63,03
k= 0,05 µm2 71,04
k= 0,08 µm2 84,15

Por sua vez, a mudança dos valores da porosidade
leva a modificações apenas na diagonal principal, com
a consequente alteração na sua dominância. Portanto,
tem-se uma redução do tempo de execução à medida que
os seus valores são aumentados, vide a Tabela 6.

Tabela 6 Tempo de execução variando-se os valores da
porosidade

Porosidade Tempo (s)
ϕ=0,1 92,32
ϕ=0,2 71,04
ϕ=0,3 68,46

5.4 Escoamento em um meio heterogêneo

Finalmente, incluiu-se uma discussão tratando do escoa-
mento em meios heterogêneos. As heterogeneidades au-
mentam a dificuldade de obtenção das soluções e intro-
duzem complicações adicionais quando das suas imple-
mentações. Entretanto, esse é um caminho a ser percor-
rido, a fim de que se possa tratar de problemas mais
próximos dos encontrados na realidade. Com o objetivo
de se verificar o comportamento da solução numérica, no
caso de um meio heterogêneo, alterou-se a permeabili-
dade absoluta, kfx, em uma dada região (faixa) do reser-
vatório (região em vermelho apresentada na Figura 8),
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com o seu comprimento perfazendo um total de 61 célu-
las. Ela foi posicionada a uma distância de 3 células do
poço produtor.
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Figura 8: Representação do meio heterogêneo. Fonte: os au-
tores.

Na Figura 9, são mostradas as curvas de pressão
no poço quando do escoamento nos meios homogêneo
(kfx = k) e heterogêneo. Elas estão, qualitativamente, de
acordo com a física do escoamento, com as maiores pres-
sões no poço estando relacionadas à existência de uma
região de maior permeabilidade. A faixa do reservatório,
contendo os maiores valores da permeabilidade absoluta,
se comporta como um canal que oferece uma menor re-
sistência ao escoamento e, também, é responsável pelo
aumento da permeabilidade equivalente do sistema com-
preendendo as diferentes regiões do reservatório. A incli-
nação da curva da pressão no poço versus o tempo, no
gráfico especializado, também é uma função do valor da
permeabilidade, como pode ser observado na figura.
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Figura 9: Pressão no poço em função do tempo de produção:
variação de kfx. Fonte: os autores.

Verifica-se, vide a Tabela 7, que a modificação do
campo de permeabilidade absoluta, na região especifi-

cada, ou seja, a inclusão de uma heterogeneidade no do-
mínio do problema físico-matemático, implicou o maior
número de iterações para que a convergência fosse atin-
gida, influenciando, assim, diretamente no tempo de exe-
cução.

Tabela 7 Tempo de execução variando-se os valores de kfx

da faixa heterogênea

Meio kfx Tempo (s)
Homogêneo 0,05 µm2 71,04
Heterogêneo 0,001 µm2 88,41
Heterogêneo 1,0 µm2 101,15

6 Conclusões

O uso de bibliotecas científicas, como a PETSc, é uma
prática moderna no campo da modelagem computacio-
nal. Trata-se de uma ferramenta versátil, que pode ser
utilizada nas simulações de escoamentos em reservató-
rios de petróleo. Aliada ao seu emprego, encontra-se a
análise cuidadosa da escolha do método de solução de
sistemas de equações, de modo a possibilitar a redução
do tempo de simulação mantendo, concomitantemente, a
confiabilidade dos resultados. Assim sendo, a utilização
dessas bibliotecas pode ser um diferencial no desenvol-
vimento de simuladores de reservatórios computacional-
mente mais eficientes.

Os resultados que aqui foram apresentados, em con-
junto com os procedimentos realizados visando à viabi-
lização do uso da biblioteca PETSc, foram as principais
contribuição deste trabalho.

Portanto, é possível concluir que a PETSc é uma fer-
ramenta indicada para o seu uso na simulação de reser-
vatórios, favorecendo a determinação da melhor estraté-
gia de solução a ser empregada e, com isso, viabilizando
a otimização do simulador. Aos pesquisadores interessa-
dos, a biblioteca TAO pode contribuir para que se al-
cance um maior desempenho computacional a partir do
simulador previamente desenvolvido pelo programador,
criado para a resolução de um dado problema específico.

Por fim, verificou-se que todos os resultados obtidos
apresentaram, qualitativamente, o comportamento físico
esperado com base naqueles disponíveis em outros tra-
balhos.
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